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Résumé

L’article [18] donne un cadre formel et algorithmique pour la représen-
tation d’actions et la génération de plans en environnement observable, o
I’observabilité partielle est représentée a ’aide de la logique épistémique
S5, mais ne permet pas de prendre en compte des observations en conflit
avec ’état de croyance initial, ni de considérer des croyances graduelles
dans l'expression des effets des actions ou des conditions de branchements
des plans. Nous en proposons ici une extension, ot les croyances graduelles
sont représentées a ’aide d’une famille d’opérateurs doxastiques B;. Nous
introduisons d’abord les notions d’état de croyances et d’observation ; nous
montrons ensuite comment calculer la révision d’'un état de croyance par
une observation, puis la progression d’un état de croyance par une action
épistémique et par une action ontique. Nous introduisons enfin la notion
de plan, étendons la progression des actions aux plans et montrons com-
ment la vérification de plan se raméne 4 la validité d’une certaine formule
de notre logique doxastique graduelle.

1 Introduction

La planification en environnement partiellement observable est un probléme
délicat en intelligence artificielle, en raison de sa grande complexité algorith-
mique, & la fois en ce qui concerne le temps de recherche d’une politique d’action
et la taille d’une politique. L’approche la plus répandue est celle des Processus
décisionnels markoviens partiellement observables (POMDP). Néanmoins, dés
que 'espace des états a une structure combinatoire, leur applicabilité est limi-
tée en pratique, & cause de leur complexité algorithmique : il n’est alors plus
question d’envisager une représentation explicite des effets des actions, des pré-
férences de I’agent et des politiques solutions.



C’est pourquoi de nombreux chercheurs ont développé des approches logiques
pour la représentation des actions et la planification en environnement partielle-
ment observable. La logique propositionnelle permet en effet une représentation
structurée et concise des diverses données du probléme et facilite sa résolution
grace a l'utilisation de méthodes algorithmiques déja bien éprouvées pour les
problémes de satisfaisabilité, d’abduction etc.

L’étude de langages propositionnels pour la représentation d’actions com-
prend le développement de langages d’action, par exemple ceux de la famille
du langage A [13] et de ses extensions (voir notamment [14, 2], ainsi que les
théories causales [24, 22] et la mise-a-jour des croyances [30, 19]. Les langages
d’actions sont le fondement d’approches logiques pour la planification avec ac-
tions non-déterministes et observabilité partielle, voir notamment [6, 1, 4, 26]
(on y reviendra avec plus de détails en conclusion) et [17] qui est le point de
départ du présent article.

Les approches précédentes offrent, grace a l'utilisation de la logique pour
la représentation des actions, un avantage indéniable par rapport aux POMDP
du point de vue de la concision de la représentation des données et solutions
du probléme et du temps de calcul pour la recherche d’une politique solution ;
mais, d’un autre coté, ils introduisent une perte d’expressivité considérable en
éliminant toute gradualité de l'incertitude dans les états de croyance. En effet,
Iincertitude sur I’état courant et sur les effets des actions est du type "tout-
ou-rien” : les états de croyance sont représentés par des formules de la logique
épistémique S5 [2, 1, 17] (ou de la logique classique pour les autres approches) et
la sémantique des actions non-déterministes est décrite en termes de fonctions
de transition non-déterministes (mais sans gradualité). On peut ainsi exprimer
qu’il est possible que tel état s soit ’état courant du monde, ou que tel état s’
est un état successeur possible de I'état s lorsqu’on a effectué ’action a, mais
on ne peut pas exprimer que tel état est plus plausible qu’un autre, ou que tel
effet d’action est plus normal (ou moins exceptionnel) qu’un autre. On ne peut
évidemment pas faire ce reproche aux POMDP, qui ont une représentation des
états de croyance et des fonctions de transition d’actions probabilistes.

Cette perte de la notion graduelle de l'incertitude est facheuse, puisqu’il est
de nombreux problémes pratiques ou les connaissances de ’agent ne sont pas
une certitude inébranlable.

On peut alors se demander comment réintroduire, dans les approches lo-
giques pour la représentation d’action et la planification en environnement
partiellement observable, la gradualité dans l’expression de l’incertitude des
croyances, tout en préservant 'expression logique de ces croyances. Cela nous
conduit & remplacer la logique épistémique S5 par une logique doxastique per-
mettant Pexpression de modalités quantifiant l'incertitude d’une maniére ou
d’une autre. Il est temps de noter la distinction entre logique épistémique (ou
logique des connaissances) et logique dozastique (ou logique des croyances) :
tandis que les connaissances sont toujours vraies (ce qui correspond a ’axiome
K¢ — ¢ de S5), les croyances ne le sont pas nécessairement. Tandis que la lo-
gique épistémique la plus simple est S5, la logique doxastique la plus simple est
KD45 (elle ne se distingue de S5 qu’en ce qui concerne ’axiome ci-dessus, imposé



dans S5 mais pas dans KD45). Une piste intéressante consisterait & introduire
des modalités de croyances probabilistes. C’est cependant une tache peu aisée, et
qui nous emméneraient loin du cadre de [18] que nous souhaitons ici généraliser.
Par exemple, la propriété cruciale K (pA) « (K@ A K1) est satisfaite dans S5
et KD45, mais ne le serait pas dans une logique doxastique probabiliste (si P,y
exprime intuitivement que Prob(y) > «, alors P,p A P, n’est pas équivalente
a P, (@ A1). Pour cette raison, nous faisons dans cet article le choix de prendre
comme théorie de I'incertain les fonctions conditionnelles ordinales (FCO) [27],
connues parfois sous le nom de kappa-fonctions et équivalentes & une forme de
la théorie des possibilités (ou 'opération choisie pour le conditionnement est le
produit) [11]. Comme on le verra en partie 2, les FCO permettent de passer faci-
lement & une version graduelle de KD45, tout en gardant toutes les propriétés de
KD45. En outre, les OCF, dont il existe une interprétation intuitive en termes
de probabilités infinitésimales, sont suffisantes dans de nombreuses situations
ou il n’existe qu’un petit nombre de “degrés de croyance”. Ce choix constitue
donc un bon compromis entre simplicité et expressiviteé.

En partie 2 on définit la version graduelle du langage KD45 propositionnel,
puis on définit une sémantique et une axiomatique; cette Section sera limitée
a ’essentiel, étant donnée qu’elle n’est pas ’objectif principal de cet article. La
partie 2.3 on introduira un connecteur supplémentaire, qui a pour effet de com-
biner deux états de croyance; cette combinaison est cruciale pour la suite de
I’article. La partie 3.1 introduit la notion d’observation et d’action épistémique
dans le cadre précédemment défini, ainsi que la révision d’un état de croyance
par une observation et, enfin, la progression d’un état de croyance par une ac-
tion épistémique. La partie 3.2 introduit les actions ontiques et l'opérateur de
progression associée. La partie 4 introduit les notions de plan doxastiquement
interprétables (PDI), de progression d’un état de croyance initial par un PDI, et
de probléme de planification. On montrera notamment en quoi les PDI consti-
tuent une version graduelle des “programmes a base de connaissances” de [12] et
de [25]. On conclura par un bref exposé de travaux connexes et quelques pistes
de recherches futures.

2 KD45. et les états de croyances

2.1 Le langage

Le langage £ de la logique doxastique graduelle K D455 est construit a
partir d’un ensemble fini de variables propositionnelles VAR, de connecteurs
habituels de la logique classique, des constantes logiques T et L et des modalités
doxastiques By , Ba, ..., Bo. L’ensemble des formules plates (FP) de L est
défini inductivement par :

— pour toute formule propositionnelle (sans modalité) ¢ construite sur VAR,

o est une FP et pour tout : = 1,...,+00, Bjp est une FP.
— si @ et U sont des FP alors =@, PAV, dVU, & — Vet ¢ «— U sont des FP.



Intuitivement, By signifie que « ’agent croit que ¢ est vrai au degré i ». B
est la plus faible croyance, B, est la plus forte et coincide avec une modalité
de connaissance : on notera B,, = K (ce que l’agent croit a un degré infini est
vrai). Les formules de KD45¢ seront notées @, ¥ etc.

Les formules plates de K D454 ne contiennent donc pas de modalités imbri-
quées. Cette restriction est faite pour simplifier 'exposition, vu que le dévelop-
pement de KD455 n’est pas I'objectif principal de cet article!.

Définissons maintenant des classes de formules (plates) dont nous aurons
besoin par la suite :

— une formule est objective si et seulement si elle ne contient aucune moda-
lité ; les formules objectives seront notées par des lettres grecques minus-
cules ¢, 9, .. ..

— un atome dozastique est une formule de K D454 de la forme By ol ¢ est
objective;

— un atome dozastique graduel (ADG) ® de K D45¢ est une formule de la
forme Ko A Bnon A ... ABipr , ot ¢, ¢1, ..., ¢, sont des formules
objectives (avec @; — @; si i > j);

— une formule ® de KD45¢ est dite dozastiquement interprétable si et seule-
ment si elle ne contient pas de sous-formule qui ne soit pas dans le champ
d’une modalité, ou encore, si et seulement si @ est une combinaison boo-
léenne d’atomes doxastiques;

— une formule dozastique positive (FDP) = de K D454 est une formule épis-
témiquement interprétable formée & partir d’atomes doxastiques et des
connecteurs A, V (mais pas - — pas de négation devant une modalité).

Voici des exemples :

- Byu(a — —b) vV (B2bAK(aV ¢) est une formule plate de KD45¢ , mais elle
n’est pas épistémiquement interprétable ;

— (Bsa — Ba—b) VK(aVe) est épistémiquement interprétable, mais ce n’est
pas une FDP;

— (BsaAB2-b) VK(a V) est une FDP (a fortiori, elle est épistémiquement

interprétable) ;

K(aVe) ABgaABaa ABi(aA—c) est un ADG;

- K(a V¢), Bza, Baa et By(a A —¢) sont des atomes doxastiques.

2.2 La sémantique

Soit S = 2VAR Pensemble des interprétations associé & VAR. Un élément
de S sera appelé un monde ou encore un état. On notera ses éléments s, s’, . . ..
Si ¢ est une formule objective on notera Mod(y) I’ensemble de ses modéles :
Mod(p) = {s€ S| skEg} Si ACS, on notera Form(A) la formule ¢ telle
que Mod(p) = A.

Une structure M pour £ est un n-uplet M = (s*, Moo, M, ..., M), ou :

1Par ailleurs, une définition plus générale, autorisant les formules avec modalités imbri-
quées, conduirait & un résultat montrant que toute fomule est équivalente & une formule plate
— tout comme dans les logiques épistémique et doxastique usuelles S5 et KD45.



- My, My, ..., M; est une famille finie de sous-ensembles imbriqués de S :
- My #0;
- s € M.

La vérité d’une formule (plate) de £ en un état d’une structure M est définie
de maniére inductive par :

— pour toute formule objective ¢ de £, M |= ¢ si et seulement si s* = ¢;

— pour toute formule objective ¢ et pour tout i € N, M = Bjyp si et seule-
ment si Vs’ € M; ona s’ = ¢;

— pour toute formule ® et ¥ de £, M |= ® AU si et seulement si M = ® et
MET

— pour toute formule ® et U de £, M | ® V U si et seulement si M = &
ou M =T

— pour toute formule ® de £, M |= —® si et seulement si M # .

Les connecteurs — et < sont définis & partir des connecteurs précédents de
la fagon habituelle.

Si M | @, on dit que ® est vraie dans la structure M. Une formule de £
est valide (resp. satisfaisable) si et seulement si elle est vraie dans tout modéle
M (resp. dans au moins un modele). Une formule ¥ est une conséquence de ®
(ce que l'on note & |= V) si et seulement si tout modéle qui vérifie & vérifie
aussi ¥. Deux formules ® et ¥ sont équivalentes (ce que 1’'on note ® = ¥) si et
seulement si ® = U et U = P.

Dans une structure M, I'état s* représente 1’état réel tandis que la famille
emboitée d’ensembles d’états C = (Moo, M, ..., M7), appelée état de croyance,
représente les croyances (subjectives) de I’agent quant & 1’état réel. Plus ¢ est
grand, plus les états de M;\ M;_; sont exceptionnels. En particulier, les mondes
qui ne sont pas dans M., sont impossibles, tandis que ceux de M; sont “nor-
maux’.

Lorsque ® est doxastiquement interprétable, s* n’a aucune influence sur
la valeur de vérité de ®; seul ’état de croyance compte (d’ou la terminolo-
gie “doxastiquement interprétable”) et par abus de langage, pour les formules
doxastiquement interprétables on peut noter C = ® au lieu de M = ®.

Une fonction conditionnelle ordinale (OCF) [27] est une fonction s : S —— N
telle que mingeg k(s) = 0. Intuitivement, x(s) est le degré d’exceptionnalité
de Vétat s. La fonction k est étendue aux formules objectives par : k(p) =
min {x(s) | s = ©}.

L’interprétation la plus intuitive de k(s) — et également celle qui est a la base
de leur définition — est en termes de probabilités infinitésimales : si k(s) = k
alors prob(s) = o(e¥), ol € est un réel infiniment petit. Ainsi, x(s) = 0 signifie
que s a une probabilité non négligeable (ou encore, s est “non exceptionnel”),
k(s) = 1 que s est “simplement exceptionnel”, k(s) = 2 que s est “doublement
exceptionnel”; etc.

Tout état de croyance C = (M, ..., M,, M) est identifiable & une fonction
k. En effet, a toute fonction x on peut associer I’état de croyance C, définie



par la suite des M; = {s€ S | k(s) <i} (i € N). Inversement, a tout état
de croyance C est associé une fonction k¢ définie par k(s) = 0si s € My ,
Kk(s) = 1sis € Mo\ My, ...... , k(8) =mnsis € My \ M, et k(s) = o0
si s ¢ My. Intuitivement, M; est donc l’ensemble des états qui ont un degré
d’exceptionnalité strictement inférieur a i.

Puisque que tout état de croyance correspond bijectivement a une OCF, on
peut identifier I'un et 'autre et définir la validité d’une formule dozastiquement
interprétable de KD454 pour une OCF.

Définition 1 Soit k une OCF et ® une formule dozastiquement interprétable
de KD45G -
kKE® sstC, =@

Les propriétés suivantes aident & comprendre la sémantique de KD45 .

Proposition 1
1. pour toute formule p objective, C,, |= Bip ssi k(—y) = i.
2. toute formule dozastique positive est équivalente ¢ un ADG ;
3. pour tout état de croyance C = (Moo, My, ... My), soit ©pr VADG K Form(Mso)A

By, Form(M,) A ... ABy Form(My). On a M |= @)y, et pour tout ADG
U, ona M EY siet seulement si Dy = 0.

Le troisiéme point montre qu’il y a une correspondance parfaite entre les
structures, les OCF et les ADG.

Il n’est pas dans I'objectif de cet article de donner une axiomatique de KD454
(ce qui n’est sans doute pas difficile), mais il est important de noter que les
classes de formules suivantes sont valides dans KD45¢ :

Proposition 2
1. chaque B;i(y compris K= By ) est une modalité KD45 (restreinte aux
formules plates) ; en particulier, Bi(¢ A ¢) < Bijp A By est valide dans

KD45. .

2. de plus, Kp — ¢ est valide dans KD45¢ ; K= By est donc une modalité
S5;

3. pour tout i, Ko — Bjp et pour tout i > j, Bijp — Bjp sont valides dans
KD45. .

2.3 Combinaison de fonctions conditionnelles ordinales et
combinaison d’atomes doxastiques graduels

On va maintenant définir un connecteur de combinaison de fonctions condi-
tionnelles ordinales, et, par isomorphisme, d’atomes doxastiques graduels. Ce
connecteur? facilite amplement la définition des opérateurs de révision et de
progression introduites dans les parties 3.1 et 3.2.

2 Attention, ce n’est cependant pas un véritable connecteur dans la mesure ot il n’est défini
qu’entre des ADG et non pas entre des formules quelconques.



Commencons par montrer que pour tout atome doxastique graduel, il existe
une OCF minimale qui le satisfait. Cette propriété n’est rien d’autre qu’une
transposition presque immédiate du principe de minimum de spécificité en lo-
gique possibiliste [10]. Voir [11] pour une discussion entre les transformations
entre OCF et distributions de possibilité, ainsi qu’entre les opérateurs de révi-
sion associés.

Définition 2 (OCF minimale) FEtant donné un atome dozastique graduel & =
A\ Big;, on définit ’OCF k% par :

Vs € S k3 (s) = min k(s)
KE®
Proposition 3
1. pour toute OCF k, k |= @ si et seulement si k > k% (a fortiori, on a
Ky E®);

2. k5(s) < i ssis = ;.
Définition 3 (combinaison d’OCF)

Vs €5, (k1 & Kka)(s) = Kk1(8) + Ka(s) — mSin(m + K2)

st ming (k1 + K2) < 00 (sinon, k1 ® ko n'est pas définie).
On vérifie aisément que lorsqu’elle est définie, k1 @ Ko est bien une OCF.

Définition 4 (combinaison d’ADG) Soit k une OCF. Kk =P & VU ssi k >
Ky DKy

Voici quelques propriétés importantes de & :

Proposition 4
1. Bip® Bjp = Bitjp;
Bi,jgo sttt >3
2. Bip@Bjmp =4 Bj_imp sij>i ;
T si1=7]
3. U =Upd;
4. PO (VPE)=(PpV)DE);
5. PpT =0; Pl =1

Notons que @ n’est pas idempotent : & HP n’est généralement pas équivalent
a .

On peut montrer que 'opérateur @ de combinaison d’OCF correspond, a
un isomorphisme prés, a la combinaison de Dempster ainsi que (renormalisation
mise & part) & la combinaison “produit” de distributions de possibilité (voir [3],
section 3.4 — et aussi [5]). Mais cela nous entrainerait trop loin, alors que ce
n’est pas 'objet principal de cet article.



3 Actions et progression

De fagon générale, une action a a la fois des effets sur I’état du monde — effets
dits ontiques — et des effets sur les croyances de 'agent — effets dits dozastiques
— qui peuvent étre dans certains cas tout-a-fait décorrélés des effets ontiques,
comme les effets des actions purement dozastiques® (actions de perception pure,
en anglais “sensing actions”) : une action purement doxastique n’a aucun effet sur
l’état du monde (elle laisse ce dernier inchangé) et n’a pour but que d’apporter
a I’agent de nouvelles croyances sur cet état du monde. A Iinverse, les actions
purement ontiqgues n’apportent aucun feedback & ’agent et n’ont comme effet
sur ses croyances que la projection a priori des effets ontiques escomptés de
I’action sur son ancien état de croyance.

Par souci de simplification, on supposera que les actions sont soit pure-
ment doxastiques, soit purement ontiques. Cette hypothése n’induit pas de perte
de généralité, puisque toute action complexe (ontique et doxastique) peut étre
décomposée en deux actions, 'une étant purement ontique, 'autre purement
doxastique (voir [16]). On étudiera donc séparément ces deux types d’actions.

Dans la suite de I'article, on suppose fixé un ensemble d’actions A = Ap U
Ap, ou Ap (resp. Ap) est I'ensemble des actions ontiques (resp. doxastiques)
disponibles.

3.1 Actions doxastiques
3.1.1 Observations

Une action dozastique est définie par les observations possibles qu’elle peut
apporter & ’agent. Les plus simples sont les tests élémentaires, qui donnent
comme feedback la valeur de vérité d’une formule. Plus généralement, les actions
doxastiques peuvent avoir plusieurs résultats possibles, qui ne sont pas néces-
sairement exclusifs (on peut prendre pour exemple I'ensemble des observations
“oui”, “non”; “je ne sais pas”). Plus généralement encore, les résultats possibles
peuvent ne pas étre fiables, et par conséquent étre associés a un certain degré
de fiabilité. Une action épistémique est alors décrite par les observations qu’elle
peut apporter et leurs degré de fiabilité. Définissons d’abord de fagon rigoureuse

la notion d’observation avant de passer a la suite.

Définition 5 Une observation complexe est un atome dozastique graduel obs =
KoAByo, A...ABjo;1 (par convention de notation on pose oo = 0). S’il existe
un entier k tel que l'on ait 0; = o pour tout i < k et o; = T pour tout i > k
alors obs est une observation simple ; si de surcroit on a k = oo, c’est-a-dire si
0; = 0 pour tout i, alors obs est une observation fiable,

Une observation fiable est équivalente & une formule de la forme Ko et ap-
porte par conséquent une croyance certaine (donc une connaissance) sur 1’état

3Dans la littérature sur les approches logiques de la planification en environnement par-
tiellement observable, on parle généralement d’actions épistémiques plutét que doxastiques,
puisqu’on fait en général ’hypothése que les croyances de ’agent sont fiables, donc sont des
connaissances.



du monde. Une observation simple est équivalente & une formule de la forme
Byog, et correspond & une observation induisant une croyance en un fait unique
ok, dont le degré de fiabilité est k. En pratique, presque toutes les observations
seront simples, mais on ne peut toutefois pas se passer des observations com-
plexes (d’autant plus que la décomposition d’une observation complexe n’est
pas aussi évident qu’il ne parait).

Voici un exemple d’observation complexe. Supposons que l’agent entend un
matin a la radio le message “en raison d’un mouvement de gréve le trafic aérien
a4 Toulouse-Blagnac sera trés fortement perturbé aujourd’hui ; a Uheure actuelle,
aucun départ prévu”. L’agent, qui a un justement un billet pour un vol a 11 h,
estime que cette observation non seulement apporte la connaissance (fiable) que
la situation sera perturbée, mais aussi une croyance trés forte pour que l’agent
ne parte pas 4 ’heure prévue, et enfin une croyance moins forte pour qu’il ne
puisse pas du tout partir de la journée. L’observation o est ici, par exemple,
Kperturbations A Ba—(part — 11h) A By—(part — aujourd hui).

3.1.2 Effet d’une observation sur un ADG

Commencons par le cas général. La prise en compte d’une observation com-
plexe nécessite de combiner 1’état de croyance qu’elle induit avec l’état de
croyance antérieur, associé¢ a 'ADG .

Définition 6 (Effet d’une observation complexe sur un (ADG)) Soit
Ko ABppn A...AB1p1 un ADG et obs = KoABpo, A...AB101) une obser-
vation. L’effet de obs sur ® est la combinaison de ® avec o, c’est-a-dire ® @ obs.

Le résultat suivant montre comment calculer la combinaison & partir de
Pexpression (syntaxique) des ADG.

Proposition 5 On a ® © obs = B1p, A ... ABm¢),,,,, 1 AN K¢ avec
' =pNo
0 =(p1 No;)V(p2 Noj—1) V...V (i ANo1) ot
p est le plus petit i tel que ) # L
m est le plus petit i tel que 90;74-1'—1 =pAo.

Preuve Montrons d’abord que Mod(¢’;) = {s | k&(s) + kips(s) < j}. Soit s tel que
K (8) + Kops(s) < J, on aalors k3 (s) < j—K5p.(s), Aot s | ¢;—nx, (5) (cf proposition
). De plus, d’aprés la proposition 3, s |= Orz, (s)+1. Donc s = ¢);. Réciproquement,
soit s € Mod(¢}) , s = ¢}. Il existe alors, par construction de ¢, u et v tels que
u+v=7j+1et sk ouAoy. Cequiimplique (d’apres la proposition 3) que k3 (s) < u
et kaps(8) < v, cest a dire k5 (8) + Kihps(s) < J.

Cette propriété nous montre d’abord que ming(k + kobs) = p — 1, et ensuite que
Mod(ppri—1) = {s | k(s) +Eobs(s) < p+i—1}, c’est & dire Mod(ppyi—1) = {s| k(s)+
Kobs(8) — ming(k + Kobs) < 1} = {s | kKb D Kpps(8) < i}.

Ceci montre que k3 = Kk @ Khps. On a donce Iéquivalence Ko’ A Bmpp 1 A
... AB1p, =P ®KoABror A... ABios.
¢



L’expression sémantique (immeédiate d’aprés la partie 2.3 de la révision d’un
ADG @ (correspondant de fagon univoque & un état de croyance k) par une
observation obs (correspondant de fagon univoque & un état de croyance Kops)
est tout simplement x(s|obs) = k() + Kops($) — ming(k + Kobs), ¢’est-a-dire
K(.|obs) = Kk @ Kops-

Examinons quelques cas particuliers.

Si obs = Ko est une observation fiable alors la combinaison devient une
révision par o, c¢’est-a-dire un conditionnement par o au sens de Spohn :

k(s|obs) = oo sis=—o
| k(s) —min{k(s')|s' E o} =k(s) — k(o) sisEo
Détaillons maintenant ’expression de ® & obs lorsque ® = Ko A By et
obs = Ko ABjo; :

cas 1 : o1 Aoy cohérent
DD obs =Ko Ao)ABa((pAo1)V(p1 Ao)) AB1(e1 Aor)
cas 2 : ¢ Ao; incohérent et (¢ Aoy) V (p1 Ao) cohérent
D Pobs =KpAo) AB1((pAo1)V (p1 Ao))
cas 3 : (p Ao1)V (p1 Ao) incohérent et ¢ A o cohérent.
® @ obs = K(p Ao)

cas 4 : ¢ A o incohérent.
®Ppobs=_1

Exemple 1 Une personne A perdue a un croisement décide de demander son
chemin aux passants. Ceuz-ci répondent toujours lorsqu’ils sont certains mais
on sait trés bien que certains d’entre euz (rares tout de méme) donnent quand
méme une indication méme s’ils n’en sont pas certains. Comme A n’a pas envi
de se tromper, il décide de demander a plusieurs passants.

Soit x une des directions a prendre et —~x ’autre. L’ensemble des variables
est VAR = {x} et l’ensemble des états est S = {zx, —x}

Initialement les croyances de A sont “vides”, ce qui se traduit par une OCF
identiqguement nulle kg = 0 ou un ADG &9 =KT

Lorsque A exécute laction « demander son chemin », deux « observations »sont

possibles : obsy = Bix et obsy = Bi—x. On a les OCF suivantes /@stl =
{(ZC, 0)1 (_‘1‘7 1)} et K’;bSQ = {(13, 1)5 (_'I‘,O)}

De maniere évidente, ro @ ry,, = {(2,0); (-z,1)} et @9 @ Ppps, = Baz et
ko © H&)Sz = {(1'7 ]-); (—L’t, 0)} et &g @ @0b52 =B

La proposition 8.1.2 avec obsy nous donne :
o =TAT=T



Pil=TAx=x
h=(TAT)V(TAz)=T
onaicip=letp+m—1=1doi PoP® Pors, = B1z AKT =B2.

Supposons que la premiére « observation »est obs1, la croyance de A est alors
définie par 'OCF k1 = {(2,0); (—z,1)} ou par ’ADG ®; = B1z.
La deuzieme observation (quand A demande son chemin & un autre passant)
peut de nouveau étre obs, ou obss.
Dans le cas de obsy : kg = k1 @K}, = {(2,0); (-7,2)} et P2 = @1 D Py, =
B2$
L’utilisation de la proposition 5 nous conduit a :
W =TAT=T
PYl=xAx==x
h=@AT)V(TAx)=1
Ph=@AT)V(TAT)V(TAZ)=T
onaicip=1letp+m—1=2dou ®; B Ppps, = Bax NKT = Baz.

Dans le cas de obsy : kg = k1 @K}, = {(2,0); (-2,0)} et P2 = @1 D Py, =
KT. (on revient a la croyance initiale)
La proposition 3.1.2 nous donne :
G =TAT=T
Pl=xA-xz=1
h=@AT)V(TA-z)=T
onaicip=2etp+m—1=1doit &1 S Pps, =B1 T AKT =KT.

On peut montrer par ailleurs (a laide d’une démonstration par récurrence)
que O,,, l’état de croyances de A au bout de n demandes, est soit Bqz (dans le
cas ou le nombre de réponses x est de q supérieur a celui de réponses —x ), soit
By—z (dans le cas contraire) soit KT (dans le cas ow il y a égalité des deux
nombres de réponses possibles).

On voit a la lumiére de ’exemple 1 que les observations renforcent les
croyances a priori lorsqu’elle sont cohérentes avec elles?.

Enfin, on voit également que I’hypothése cruciale qui sous-tend la régle de
combinaison choisie est 1’indépendance entre les informations apportées par dif-
férentes occurrences d’actions doxastiques (ainsi, dans I’exemple 1, les sources
interrogées a chaque fois que I’action de demander son chemin est exécutée sont
considérées comme indépendantes®

4Ce comportement doit étre distingué de ce qui se passe avec les “transmutations” et
“ajustements” [29], ou il s’agit seulement de forcer que le nouvel état de croyance satisfasse une
contrainte de la forme x(p) = i. En théorie des probabilités, les deux régles correspondantes
sont les régles de Jeffrey (sans renforcement implicite) et de Pearl (voir [9] pour une dicussion
comparative.

53i elles étaient dépendantes, il faudrait le formaliser en introduisant une variable supplé-
mentaire, qui aurait pour effet de bloquer le renforcement.



3.1.3 Progression d’un ADG par une action doxastique

Une action doxastique «, comme une action épistémique dans [18], est définie
par ’ensemble des observations obs!,...,obs? qu'elle peut fournir, ou chaque
obs® est un ADG. On notera a = {obsl7 obsz,...,obsp}. Dans ’exemple 1,
Paction de demander son chemin est définie par {Byz, By—x}.

La progression d’un état de croyance par une action (purement) doxastique
découle du fait que 'action n’a pas d’effets ontiques (elle ne change pas I’état
du monde) et que son effet est la révision de l’ancien état de croyance par
I’observation. D’ou la définition

Définition 7 Soit une action dozastique o = {obsl7 obs?, ..., obsp}.
~ i ® est un ADG alors Prog(®,a) = (& @ obs') V...V (® @ obsP) ;
- 5i® = DV... Dy, est une disjonction d’ADG alors Prog(®,a) = \/!", Prog(®;,a) =
Vit ?:1(@2' @ obs?).

Dans l'exemple 1, on a Prog(®g,a) = BizV Bi—x.

3.2 Actions ontiques
3.2.1 Point de vue sémantique

Dans ce qui suit, on suppose ’agent dans un état de croyance matérialisé par
k son OCF', ou par ® son ADG. On notera la progression de I’état de croyance
par laction a avec un opérateur x. ¢’ = ®xa, K’ = Kk xa.

Etant donné une action « et un état s, la famille ’OCF {x,(.|s),s € S}
quantifie I'incertitude concernant la dynamique de l'action «, c’est-a-dire les
résultats possibles de « selon V'état de départ : k,(s'|s) est le degré d’ex-
ceptionnalité de l'obtention de 1’état s’ lorsqu’on a effectué 'action o dans
Pétat s. Pour tout s € S, ku(.]s) est une OCF; on a donc, pour tout s € S,
mingegs ka(s'|s) = 0.

Définition 8 (progression de x par une action ontique) kxa = k' telle
que
k'(s") = min {k(s) + ka(s']s)}
sES

' est bien une OCF : en effet, la normalisation de  ainsi que celle de K4 (.|s)
impliquent que ming es {minges {K(s) + ka(s'/s)}} = 0, c’est-a-dire mings’ =
0.

Exemple 2 Considérons deuz cubes A et B initialement posés sur une table.
Pour simplifier, on suppose que l’on n’a qu’une seule variable : v = (A est sur B).
Un robot peut effectuer l'action « : « prendre le cube A s’il n’est pas déja sur B,
et le poser sur le cube B ». Si A est déja sur B, l'action n'a aucun effet; si A
n’est pas sur B, action réussit normalement (¢’est-a-dire que x devient vrai),
et exceptionnellement elle échoue (et x reste fauz); c’est-a-dire :



ffoc(x‘m) =0y Ka(ﬁxkc) =00y Ka(x|ﬁx) =0; Koz(ﬁ‘ﬂﬁx) =1

Si Uétat initial est KT |, c’est a dire k = {(2,0), (—z,0)}, alors on a kxa =
K = {(x’ 0)7 ("Z‘, 1)}

et K xa = k" ={(x,0), (—z,2)}.

Plus généralement, aprés avoir exécuté n fois l'action o on obtient Byx,
c’est-a-dire qu’on est certain au degré n que A est sur B. L’explication intuitive
est que apres ces n exécutions de a, A n’est toujours pas sur B si et seulement
st chaque occurrence de o a échoué, ce qui se produit avec un degré d’exception-
nalité de n.

L’exemple 2 montre que comme pour les actions doxastiques, I’hypothése
sous-jacente est 'indépendance entre les résultats des différentes occurrences
des actions.

3.2.2 Point de vue syntaxique

Soit o une action purement ontique. Si on ne considérait que des connais-
sances (et non des croyances graduelles), a pourrait étre décrite par une théorie
d’action 3, d’un langage d’action propositionnel (comme dans [18]).

Il faut donc ici généraliser les théories d’actions de fagon & pouvoir traduire
le fait que les actions peuvent avoir des effets plus ou moins exceptionnels. Pour
cela, on étend comme d’habitude le langage de la maniére suivante : chaque
variable propositionnelle  de VAR est dupliquée en z; et x4 (représentant
x respectivement avant et aprés I’exécution de I’action); on désigne par VAR,
(resp. VAR, 1 'ensemble des variables x; (resp. x441) pour z € VAR. Une
théorie d’action est alors un atome doxastique graduel de ce langage étendu :
Yo = KrABur,A. . .AB1r1, ot les r; sont des “régles de passage” pour ’action «.

Posons S; = 2V ARt et S,y = 2VAR+1 Les régles ci-dessus sont alors définies
par :
/ ! .
T = FO?"m{(StJrhst) | "Da(st+1|3t) <i}

On considére ®; la formule ® ou 'on a remplacé chaque variable = par z;.

Définition 9 (progression d’'un ADG par une action ontique) Si® = KpA
Bua¢n ... ABipg est un ADG et X est un sous-ensemble des variables apparais-
sant dans ®, alors Forget(X,®) = K forget(X, ) A By forget(X,on) A... A
B forget(X, 1), ot forget(X, ) est le résultat de 'oubli de X dans la formule
propositionnelle 1 [23, 20[°. Compte tenu de toutes les notations précédentes on

pose :
Prog(®,a) = Forget(VAR:, ®; & %,)

La proposition suivante montre que la définition (syntaxique) de la progres-
sion d'un ADG par une action ontique correspond bien & la définition (séman-
tique) de la progression d’'une OCF par une action ontique.

6Rappelons que forget(X,) est défini inductivement par (i) forget({z},v) = ¢p T V
Yz ; (i) forget(X U{z},¢) = forget({z}, forget(X, ).



Proposition 6
KProg(®,a) = KX«

Exemple 3 Reprenons lezemple 2 : X, = K(xs — x441)AB1241 et ® = Byz.
O, 03,) =Ko ABpo, A... AB1ypg

ot

o =TA (2t = T441)

1 =Tt A\ T4

2 = (¢ A (T4 — T441)) V(T A1)

3 = (2t A (2t = 2e41)) V(T A (2t = 2e41)) V(T Azi41)

w1 = (2 A(@p = o) N) V(T A (2t = 2p41)) V(T A (2 = Te41)) V(T ATpg1)

apres simplifications

Y =Tt — Tt41
1 =Ty NTyp

Y2 = Ti41
Y3 =Tt — Tp41
P4 = ©3

;i = @3 pour tout 1 > 2

Forget(VARy, Prog(®:,%,)) = KT ABixiy1 ABoxyrg = Bawyyg

4 Plans et programmes a base de croyances

Pour des raisons de place, nous ne développons cette partie que trés partiel-
lement. Les plans sont définis inductivement comme suit :

— le plan vide A est un plan;

— toute action (ontique ou doxastique) est un plan;

— si m et 7’ sont des plans alors 7; 7" est un plan;

— si et ' sont des plans et ® un ADG, alors if ® thenmelsen’ est un
plan.

Un plan est donc un programme sans boucles dont les conditions de bran-
chement sont dozastiquement interprétables : 'agent peut décider s’il croit (a un
degré donné) qu’une formule est vraie, tandis qu’il ne peut en général pas déci-
der si une formule objective donnée est vraie dans le monde réel. On appellera
un tel plan programmes a base de croyances par analogie avec les plans a base
de connaissances (knowledge-based programs) de [12] et [25].

La progression d’une formule doxastique positive par un plan est définie
inductivement de facon naturelle (voir [18]). En particulier,

Prog(m,®) si® = T,

Prog(if Uthenmelsen’, @) = { Prog(', @) s ® WU



Définition 10 Un probléme de planification P consiste en un ADG ®;p;; cor-
respondant o [’état de croyance initial de l’agent, un ensemble fini d’actions
(dozastiques et ontiques) et un ADG T décrivant le but. Un plan m est un plan
valide pour le probléme de planification P si et seulement si Prog(w,®) = T.
Un plan 7 est valide pour P si et seulement si Prog(m, ®) F=kpasg I

Ainsi, montrer qu’un plan 7 est valide pour un probléme de planification P
revient & calculer la progression de I’état de croyance initial par © et & mon-
trer que le but est une conséquence logique dans KD45¢g du résultat de cette
progression.

5 Travaux connexes et conclusion

5.1 Travaux connexes

Comme cet article touche & de nombreuses questions, les travaux en relation
n’en sont que plus nombreux. Certains ont déja été mentionnés dans le corps
du texte, notamment en parties 1 et 2. D’autres (notamment en ce qui concerne
les liens entre représentation d’actions en logique épistémique ou doxastique et
langages d’action et approches logiques de la planification, figurent dans [18].
Nous complétons briévement en mentionnant quelques autres travaux ayant un
rapport important avec I'une des parties de cet article.

5.1.1 Logiques doxastiques graduelles

La construction que nous avons donnée en partie 2 n’est pas d’une grande
originalité (méme si nous n’avons pas connaissance d’un travail identique). Dans
Iesprit, elle est similaire & la définition de bases de croyances stratifiées et en
particulier en logique possibiliste [10] ou le passage entre états de croyance et
atomes doxastiques graduels existe sous une forme analogue. Ces approches
peuvent étre enrichies par des opérateurs de combinaison : voir notamment [3].
Un lien formel entre OCF et théorie des possibilités figure dans [11]. Enfin, [28]
donnent une gradualisation de la logique KD45 différente de la nétre, ot Bpyp
exprime que @ est vraie partout sauf dans au plus n mondes.

5.1.2 Révision par des observations incertaines

[8] propose également un modéle pour la prise en compte d’observations
non fiables fondé sur les OCF, qui différe toutefois du nétre en deux points :
les observations ne sont pas associées a des états de croyance graduels (mais
ce sont les occurrences des observations elles-mémes qui sont valuées par un
degré d’exceptionnalité), et ils ne donnent pas de méthode syntaxique pour la
représentation compacte et le calcul pratique de la révision.

Dans [29] et plusieurs travaux ultérieurs, Williams propose des opérateurs
de révision, eux aussi fondés sur les OCF ; ces opérateurs, comme la régle de
Jeffrey en théorie des probabilités, consistent & changer de fagon minimale un



état de croyance de sorte & donner & une formule donnée un degré d’excep-
tionnalité donné, et elle differe donc de la régle de révision (permettant un
renforcement implicite des croyances lorsque l'observation est compatible avec
I’état de croyance initial, comme on le voit dans ’exemple 1.

[11] donnent une étude synthétique des régles de révision par des observations
incertaines (voir aussi [9]).

5.1.3 Actions ontiques a effets incertains

[15] et [7] donnent des régles de mise-a-jour d’états de croyance représentés
par des OCFs dans le cadre du raisonnement sur l’action ; ces régles sont trés
similaires & la notre sur le plan sémantique, mais ni [15] ni [7] n’en étudient les
aspects syntaxiques (et ne définissent donc pas d’opérateur de progression). [21]
définissent eux aussi un opérateur de mise-a-jour d’états de croyance représen-
tés par des OCFs (tant des points de vue sémantique que syntaxique) mais, cet
opérateur, qui est plus ou moins la pour la mise-a-jour ce que sont les transmu-
tations pour la révision, est trés différent de celui que nous utilisons ; de plus,
les observations ne sont pas prises en compte.

5.2 Travaux futurs

Voici plusieurs pistes de recherche pour la continuation de ce travail :

— la prise en compte de différents niveaux d’exceptionnalité liés a l’occur-
rence des observations (comme dans [8]) et pas seulement de niveaux d’ex-
ceptionnalité représentant les corrélations entre les observations et 1’état
réel du monde;

— la définition et le calcul d’opérateurs de régression, permettant ainsi la
génération automatique de plans & base de croyances;

— & plus long terme, la définition de plans & base de croyances dans un
contexte purement probabiliste ;

— également & plus long terme, l'extension de ce travail & plusieurs agents
qui entretiennent des croyances mutuelles et graduelles — ce qui nous mé-
nera & donner une version graduelle des logiques épistémiques & plusieurs
agents comme celles de [12] (ce qui nous parait un travail particuliérement
novateur).
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